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Problem des Monats Oktober - 2020

Zu Aufgabe 1 und 2

Form der Schnittfliche | Art des Schnittes Kartoffelbild
Wenn vier Ecken abgeschnitten werden.
Der Schnitt ist parallel zu einer Wiirfelflache.

Quadrat Es werden dabei immer vier Kanten, bzw. Flichen
durchschnitten, und es sind immer je zwei Schnittkanten
parallel zueinander.

Wenn zwei oder vier Ecken abgeschnitten werden.
Der Schnitt ist nicht parallel zu einer Wiirfelseite, aber

Rechteck orthogonal zu einer Wiirfelseite.

echtec Es werden dabei immer vier Kanten, bzw. Flichen
durchschnitten, und es sind immer je zwei Schnittkanten
parallel zueinander.
Wenn zwei Ecken abgeschnitten werden.
Der Schnitt ist weder parallel noch orthogonal zu einer
Wiirfelseite.

Trapez . . ..
Es werden dabei auch vier Kanten, bzw. Fldchen durch-
schnitten, aber von den Schnittkanten sind nur zwei par-
allel zueinander.
Wenn eine Ecken abgeschnitten wird.
Der Schnitt ist weder parallel noch orthogonal zu einer

Dreieck Wiirfelseite.

Es werden also nur drei Kanten, bzw. Fldchen durch-
schnitten, die Schnittkanten sind nicht parallel zueinan-
der.

Wenn drei Ecken abgeschnitten werden.

Der Schnitt ist nicht parallel zu einer Wiirfelseite, aber

Fiinfeck orthogonal zu einer Wiirfelseite.

Es werden dabei fiinf Kanten, bzw. Flachen durchschnit-
ten.

Wenn vier Ecken abgeschnitten werden.

Der Schnitt ist weder parallel noch orthogonal zu einer

Sechseck Wiirfelseite.

Es werden dabei sechs Kanten, bzw. Flachen durch-
schnitten.

Liegt die Schnittebene senkrecht zu einer Raumdiagonalen des Wiirfels, so gibt es zwei Moglichkeiten fiir
gleichseitige, also regelméflige Figuren:
1.) Geht die Ebene durch den Mittelpunkt der Raumdiagonalen, so entsteht ein regelmifBiges Sechseck.

2.) Geht die Ebene durch das untere oder obere Drittel der Raumdiagonalen, so entsteht ein regelméfiges

Dreieck.

Geht die Ebene senkrecht durch das mittlere Drittel ungleich Mitte der Raumdiagonalen entsteht ein
Sechseck mit drei gleichlangen kiirzeren und drei gleichlangen ldngeren Seiten, die sich in der Reihenfolge
abwechseln. Somit liegt dann keine gleichseitige Figur vor.

Liegt die Schnittebene parallel zu einer der Seitenflachen, so entsteht ein Quadrat.
In allen anderen Fillen ist die Schnittfliche unregelméaBig. (Fallunterscheidung ist hier leider recht uniiber-

sichtlich und unschén.)
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Zu Aufgabe 3
Rekursive Herleitung

Neben der Herangehensweise der analytischen Geometrie kann man einen Hyperwiirfel auch rekursiv aus
den niedrigeren Dimensionen folgern. Dazu betrachtet man Verschiebungen in die jeweils hohere Dimension:

1. Wenn man den Punkt (Dimension Null) in eine beliebige Richtung verschiebt, so entsteht eine Gerade
mit einer um Eins hoheren Dimension.

2. Die Gerade (Dimension Eins) kann man durch verschieben in eine andere Richtung (im Idealfall
orthogonal zur ersten Verschiebung) in eine Fliche verwandeln.

3. Die Fliche (Dimension Zwei) kann man durch verschieben in eine wieder andere Richtung (im
Idealfall orthogonal zu den ersten beiden Verschiebung) in einen Kérper verwandeln. Dies ist bereits nur
noch als 2D-Projektion darstellbar, wir benutzen zur Veranschaulichung eine schrige Verschiebung nach
oben rechts. Dies soll die dritte Dimension darstellen. Die Orthogonalitét dieser dritten Verschiebung ist in
der Projektion bereits nicht mehr darstellbar, die eigentlich quadratischen Seitenflichen sieht man teilweise
nur verzerrt als Parallelogramme. Durch die Erfahrung mit Schriagbildern kann man sie sich aber noch gut
vorstellen.

4. Nun muss der Kérper (Dimension Drei) einfach ein weiteres mal in eine noch nicht benutzte Richtung
verschoben werden, um die vierte Dimension zu erreichen. Damit erreicht man aber das Ende der rdum-
lichen Vorstellung, da bereits alle drei rdumlichen Dimensionen genutzt wurden. Diese vierte Dimension
kann man sich also nicht mehr im Raum vorstellen. Allerdings haben wir bereits beim Korper die dritte
Dimension als Schragverschiebung nach oben rechts veranschaulicht. Analog stellen wir die vierte Dimen-
sion durch eine schrige Verschiebung nach unten rechts dar. Auch hier kénnen wir natiirlich lediglich eine
2D-Projektion zeichnen. Die bei dieser Verschiebung entstehenden 8 Wiirfel sind in der Projektion nicht
sofort alle zu erkennen, da sie ineinander verschachtelt und teilweise verzerrt dargestellt sind. Dies ent-
spricht der ebenfalls verzerrten Darstellung der eigentlich quadratischen Seitenflichen eines 3D-Wiirfels,
wenn man diesen als 2D-Schrégbild zeichnet.

Zusétzlich kann man die Anzahl an Ecken, Kanten, Flichen und Korpern pro Dimension ebenfalls
rekursiv folgern:
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. 4d-
Du'nen- Punkte Slt{re- Quad- Wiirfel | Hyper-
sion cken rate Wiicfel
0 1
1 2 1
1
2 4 4
||
vy
3 8 12 6 1
4 16 32 24 8 1

Jede Zahl (abgesehen von der jeweils anfinglichen Eins) entsteht aus einer Verdopplung der Zahl der
vorherigen Dimension plus der Zahl ,joben links“ der vorherigen Dimension.

Zugang mit analytischer Geometrie

Eine Moglichkeit der Herangehensweise ist mit Hilfe analytischer Geometrie. Dazu iiberlegen wir uns
zunéchst, wo die Eckpunkte des Tesseract liegen. Auch hier hilft ein Blick in die zwei- bzw. dreidimensionale
Welt. Wenn wir den Koordinatenursprung in die Mitte des Wiirfels legen und die Kantenldnge 2 annehmen,
dann sind die Eckpunkte der entsprechenden ,,Wiirfel” gerade immer Kombinationen aus 1 und —1. Da
jeder Eckpunkt des Tesseract 4 Koordinaten besitzt, erhalten wir die 2* = 16 Eckpunkte:

Py(1]1[1]1) Py(11[1] - 1) Pa(1]1] — 1] - 1) Py(1]1] —1]1)
PI-1-1[1) Rt =1-1-1)  PO|-11]-1) B~ 1}1])
Po(—1[1[1]1) Pyo(—11[1[ - 1) Py (=11 = 1| = 1) Pro(—11] = 1|1)

Py(=1| =1 =1J1) Pu(=1=1=-1=1) Pis(=1|=11|=1) Pe(=1|=1[1]1)

Die angegebenen Eckpunkte liegen dabei immer genau nebeneinander. Eine Zeichnung kann dabei so
aussehen:

Beachte, dass die z-Koordinate in der Zeichnung gerade die Koordinate ist, welche aus dem dreidimen-
sionalen Raum heraus zeigt. Die vierte Koordinate wollen wir in Zukunft die w-Koordinate nennen.
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Abbildung 1: Projektion des Tesseract in 2D mit Dank an Yury Chebiryak fiir die Vorlage

Zu Aufgabe 4
0.0.1 Zugang iiber Netze

Die Auffaltung eines Wiirfels in sein Koérpernetz ergibt eine Fliche. Auf dieser kann man gewisse Ubergéinge
von einer Kante zu einer anderen rekonstruieren. Man stellt sich ein 2D-Wesen vor, welches innerhalb des
Wiirfels (bzw. in der Vorstellung des 2D-Wesens auf seinem Kérpernetz) entlanglduft. Wenn es eine Fliche
iiber die griine Kante verlésst, so verliasst es den Wiirfel nicht, sondern erscheint auf einer anderen Fléche,
indem es diese iiber die zugehorige andere griine Kante wieder betritt. Uns als 3D-Wesen erscheint dies
logisch, da wir den Wiirfel nicht nur aufgefaltet wahrnehmen kénnen, sondern auch dreidimensional. Aber
auch das 2D-Wesen kann dies zwar nicht wahrnehmen, sich aber diese Ubergangskanten logisch erschlieBen.
Auf dieselbe Weise erschlieBen wir uns nun Ubergiinge in der 4. Dimension. Wir betrachten die ,, Auffaltung*
eines Hyperwiirfels in sein 3D-Netz, welches aus insgesamt 8 Wiirfeln besteht. Nun kénnen wir dort statt
Ubergangskanten eben Ubergangsflichen finden:
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Ubergang

Wenn man ein Objekt nun (gerade) schneiden mochte, so kann man diesen Schnitt durch niedrigdi-
mensionalere Objekte eindeutig festlegen. Schneidet man eine Fliche, so erhilt man entlang des Schnittes
eine Schnittkante. Diese (gerade) Schnittkante kann man durch zwei Punkte eindeutig festlegen.

Objekt Dimen sion Art des ,,Schnittes
Punkt 0 nicht méglich
Gerade 1 Punkt
Fléche 2 Gerade, festgelegt durch Punkte
Korper 3 Fléche, festgelegt durch Geraden
4D-Objekt 4 Korper, festgelegt durch Flachen

Wenn ich einen Koérper schneide, so entsteht dadurch eine Schnittfliche, welche durch Schnittkanten
eindeutig festgelegt werden kann. Diese Schnittkanten kann man in die Auffaltung einzeichnen, und daraus
Riickschliisse iiber die Form der Schnittfliche ziehen:

Avffalten > [ [ A
!
| . {

Schnittflache
hat drei Kanten
-> Dreieck

Analog dazu versuchen wir, den entstehenden Schnittkérper darzustellen, wenn wir einen Hyperwiirfel
schneiden. Zunichst zeichnet man die Flichen ein, die beim Schnitt entstehen. Aus diesen Flichen folgert
man die Art des entstandenen Schnittkérpers.

Zunachst ein einfacher Versuch: Wir schneiden genau an der Aulenwand des Hyperwiirfels entlang, ohne
etwas abzutrennen. Dabei darf also eiegntlich kein Schnittkérper entstehen, weil wir ja nichts durchschnit-
ten haben. Man erkennt, dass wir zwei Schnittflichen bekommen - daraus kann kein Korper entstehen,
womit unsere Vermutung bestétigt ist.
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Als zweiten Versuch, wollen wir genau einen der 8 Wiirfel komplett aus dem Hyperwiirfel herausschnei-
den. Wir miissten also 6 quadratische Schnittflichen erzeugen. Die Schnitte sind in verschiedenen Farben
eingezeichnet, nur die obere und untere Schnittflichen wurden beide rot eingezeichnet. In der Auffaltung
sehen wir 11 quadratische Schnittflachen, wobei abgesehen von der rosa Schnittfliche jede andere doppelt
vorkommt. Dies liegt an der vorher erwdhnten ,,ﬁbergangsﬂéichen “. Demnach haben wir also insgesamt 6
quadratische Schnittflichen, aus denen man einen Wiirfel konstruieren kann.

Auffalten

Als dritten Versuch verschieben wir den Schnitt aus Versuch Eins etwas nach hinten, so dass wir nun
durch den Hyperwiirfel schneiden. Zur besseren Ubersicht wurden hier nur die Kanten der Schnittflichen
in die Auffaltung gezeichnet. Dabel entsteht am vorderen und untersten Wiirfel je ein Quadrat als Schnitt-
fliche. Bei den vier anderen geschnittenen Wiirfeln (links, rechts, oben, und der unten an den Zentralwiirfel
angrenzende) entsteht je ein Rechteck als Schnittfliche. Der hintere und der zentrale Wiirfel werden gar
nicht geschnitten. Da keine der Schnittflichen eine Ubergangsfliiche in eine andere darstellt, besteht unser
entstehender Schnittkorper also aus 2 Quadraten und 4 Rechtecken — er ist ein Quader.

Auffalten

Petra Presun, Alexander Schoning - mathezirkel.hamburg@gmail.com
http://bildungsserver.namburg.de/00-schuelerzirkel-mathe




Mathematikzirkel PdM Oktober 2020 Lésungsvorschlage

Zugang mit analytischer Geometrie

Fiir die folgenden Uberlegungen werden wir den Blick noch einmal zuriick zu unserer Beschreibung des
Tesseract durch die Koordinaten seiner Eckpunkte P; bis Pjg. Mit der oben gemachten Festlegung der
Koordinaten gilt insbesondere, dass der Tesseract unseren dreidimensionalen Raum genau dort schneidet,
wo die z-Koordinate 0 ist. Dies passiert gerade bei den Kanten

PPy, PP, P3Pi1, PiPi2, PsPi3, FPsPa, PrPis, und PsPis.
Wir erhalten als Eckpunkte des Schnittkorpers gerade die Punkte
Wi(0[1[1]1), W,(0[1|1] — 1), W5(0[1] — 1| —1), Wy(0[1] —1[1)

und
W50 — 1] = 1]1), We(0[ -1[—-1[—-1), W70 -1|1|-1), Wz(0]—1[1]1).

Im Bild sieht das folgendermaflen aus:

Pys Pio

<L AN :

- /JF/
PS/PG— Pd/Ps

(1 \
n //\
/

Py

—

Pyy

Py Pyp

Abbildung 2: Projektion des Tesseract mit Schnittwiirfel (rote Linie)

Damit ist der Schnittkorper bei geradem Schnitt des Tesseract mit unserem euklidischen dreidimensio-
nalen Raum ein Wiirfel.

Als nachsten Schritt werden wir den Tesseract um drehen und dabei untersuchen, welche Schnittkorper
jeweils entstehen. Dabei miissen wir beachten, dass wir jeweils um Ebenen drehen. Wie im zwei- und dreidi-
mensionalen Fall kénnen wir eine solche Drehung analytisch durch die Multiplikation mit einer Drehmatrix
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erzeugen. Wir erinnern uns daher zunichst daran, dass im zweidimensionalen Fall um einen Punkt gedreht
wird. Wir beschranken uns dabei auf Drehungen um den Koordinatenursprung. Betrachten wir dazu das
folgende Bild.!

1
L
1
2
/ sin
-1 1 cos 1
2
N /
2
\_1

Wie man sehen kann, wird der Punkt (1|0) durch Drehung um den Winkel « in den Punkt (cos a|sin «)
iiberfithrt. Wiederum betrachten wir folgendes Bild.

— sin «

2 | cosa

/
\

Man kann hier sehen, dass der Punkt (0|1) durch Drehung um den Winkel « in den Punkt (— sin a| cos «)
iiberfithrt wird. Damit haben wir die Drehung der Einheitsnormalenvektoren beschrieben. Jede Drehung
eines beliebigen Punktes ist dann eine Drehung der entsprechenden Normalenvektoren. Allgemein ergibt

IDies ist die Darstellung eines Winkels, wie sie in der Dokumentation des Pakets TikZ vorkommt, welches von Till Tantau
geschrieben wurde.
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sich fiir einen Punkt P(z|y), dass bei Drehung um den Winkel o der Punkt P’(z'|y’) mit

' =x-cosa—y-sina

Yy =z -sina+y-cosa
entsteht. Die entspreche Rotationsmatrix ist dann
cosa —sina
sina cosa )’
Fiir die héheren Dimensionen miissen wir uns bei Drehungen lediglich iiberlegen, welche zwei Richtungs-
vektoren wir rotieren lassen wollen. Die andere Richtung lassen wir unverdndert. Im dreidimensionalen

Fall haben wir 3 Richtungen und somit (g) = 3 verschiedene Drehrichtungen, welche durch die Matrizen
R, (Drehung um die z-Achse), R, (Drehung um die y-Achse), R, (Drehung um die z-Achse) mit

1 0 0 cosae 0 sina cosa —sina 0
R,=1|0 cosa —sina|, R,= 0 1 0 , R,=|sina cosa 0
0 sina cosa —sina 0 cosa 0 0 1

beschrieben werden. Das verdnderte Vorzeichen bei R, ergibt sich, wenn wir auch bei der Drehung um die
y—Achse den positiven Drehsinn beibehalten wollen.

Im vierdimensionalen Fall haben wir vier unabhéngige Richtungsvektoren und somit (;) = 6 verschie-
dene Drehrichtungen, welche durch die Matrizen R;; (Drehung, um die ij-Ebene mit ,j € {z,y,z,w})
mit

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 cosa 0 —sina
Roy = 0 0 cosa —sina|’ Ry, = 0 0 1 0 ’
0 0 sina cosa 0 sina 0 cosa
1 0 0 O\ cosa 0 0 —sina
0 cosa —sina 0 0 1 0 0
R = 0 sina cosa 0}’ Ry. = 0 01 0 ’
0 0 0 1 sina 0 0 cosa
( cosa 0 —sina 0 cosa —sina 0 0
0 1 0 0 sina cosa 0 O
Ryw = sima 0 cosa O}’ Rz = 0 0 10
0 0 0 1 0 0 0 1

beschrieben werden. Jetzt kénnen wir die Eckpunkte des Tesseract mit Hilfe dieser Drehmatrizen drehen.
Auf Grund der Konstruktion iiberfiihrt jede Drehung um 7 den Tesseract wieder in sich selbst. Weshalb
uns nur Drehungen im Intervall (0, %) interessieren. Drehen wir beispielsweise mit dem Winkel 7 um die
zy-Ebene, so lauten die neuen Eckpunkte des Tesseract:

Pi(1]1]0]v2) P;(1]1]v/2/0) Pi(A[1]0] - v2)  Pi(1[1] - V20)
Pi(1] -1 -v2/0)  P(1]-1/0]—-v2)  P(1]-1]v2]0)  P(1]-1]0]v2)
Py(-1[1/0[v2) Plp(=1[1[v2]0) Py (=1[1]0] = v2) P{y(~1[1] - v2|0)

Pl3(=1] =1 =v2[0) P{;(=1]=1[0] = v2) P5(-1]-1[v2(0) P{s(-1| -1[0]v2)

Da sich bei Drehung um die zy-Ebene die z-Koordinaten nicht verdndern, ergeben sich unsere Schnitt-
punkte S; mit unserem dreidimensionalen Raum auf den gleichen Kanten wie im ersten Fall. Wir erhalten

S1(0110[v2),  S2(0[1[v2|0),  S3(0[1[0] — v2), S1(0[1] — v2/0)
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und

Ss(0] — 1| = v2[0), Ss(0 —1/0] — v2), S7(0] — 1|v2]0), Ss(0] — 1/0[v2).

Die zweidimesionale Projektion unseres Schnittkorpers sieht dann so aus wie in Abbildung 3.
S — S5
/ Se % Sz
Ss % Si /
Sy ——— S

Abbildung 3: Projektion des Schnittkoérpers nach Drehung des Tesseract mit dem Winkel 7 um die zy-
Ebene

Das Ergebnis erscheint als ein sogenannter Rhomboeder, also ein Korper, welcher ausschlieflich von
Rhomben (in Hamburg besser Rauten) begrenzt wird. Zum Nachweis miisste iiberpriift werden, ob alle
Seitenlingen gleich lang sind. Dies iiberlassen wir hier als Ubungsaufgabe.

Wenn wir einmal den Winkel zwischen zwei Kanten untersuchen, so machen wir eine interessante
Entdeckung. Nehmen wir einmal die Kanten S55; und S555. Die Richtungsvektoren sind

0 0
S2_:91 = —\/5 und SQ_:93 = —\/5
V2 -2

Das Skalarprodukt 5'2_:5'1 o 52_:5'3 wird dann zu 0, womit die Kanten senkrecht aufeinander stehen. Somit
sind mindestens die Seitenflichen links und rechts Quadrate. Betrachten wir nun die Kanten S;S; und
S153. Die Richtungsvektoren sind

0 -2
51_1'5'4 = —\/§ und Sl_:gg = 0
—\2 0

Wieder wird das Skalarprodukt 0 und so sind die Seitenflichen oben und unten Quadrate. Betrachten wir
zuletzt die Kanten S3S4 und S3Sg. Die Richtungsvektoren sind

0 2
S35, = -v2| und S35 = | 0
V2 0

Auch hier verschwindet das Skalarprodukt. Wir haben es somit insbesondere wieder mit einem Wiirfel
zu tun und lediglich die projizierte Anschauung liel uns kurz auf den Gedanken kommen, hier wére ein
Rhomboeder ohne rechte Winkel entstanden. Auf Grund der Symmetrie werden alle Drehungen um die zy-
Ebene als Schnittkérper Wiirfel erzeugen. Dies gilt auf Grund unseres komplett symmetrischen Tesseracts
auch fiir Drehungen um die zz- oder zw-Ebene.
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Schauen wir uns einmal eine Drehung um die yw-Ebene an. Wir drehen mit dem Winkel & und erhalten
die neuen Eckpunkte:

P (Lv3-1)1f} f+1\1) Py (L(v/3-1l1 §\F+1‘—1§

P (AvB+1)|1]-1(/3 —1|—1 FACIE! —(\/_—1)‘1

P (v3+1)|—1|-L(v3 _1)’1 Py (L(v3+1)|—1|-1(/3-1) _1)
P (33— 1|~ 1|33+ 1)| -1 P (4(v3-1)| - 1{3(v3+1)t)

P 2f+1)|1(;(\/§ 1)|1) P{OE—%(\@+1)1%(\/§—1) _1;
Pl (—%(\/5—1) 1(_- f+1)}_1) Pl (-1(v3-1t _%(\/3+1)]1

-3+ 1)| - 1)
%(\/5—1)|1)

Wie man sehen kann erhalten wir die Eckpunkte des Schnittkoérpers wieder auf den Kanten

2
-1(V3+1)|-1

5

P1ag— (V3-1)|-1

——f+1>) Pl (-1(v/3-1)| -1
13 —1|—1 Pl (-1(/3+1)| -1

PPy, PP, PiP[, PP,, PiPj3, F{P{,, P;P{;, und P{Pj,.

Der Richtungsvektor 4 fiir alle diese Kanten ist

Um auszurechnen, an welcher Stelle z 0 wird, miissen wir die Gleichungen

%(\/g—l)—tﬂ/ﬁ=0

%(\/5+1)—t2\/§=0

I6sen. Die erste Gleichung hilft fiir die ersten und letzten beiden Kanten und die zweite fiir die dritte bis
sechste Kante. Wir erhalten

1 1 1 1

und damit fiir die jeweiligen z-Koordinaten

—%(\/§+1)—%(1—i)

35
und

zzz—l(\/ﬁ—n—%(ui)

2 V3
i)
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Die Eckpunkte des Schnittkérpers im dreidimensionalen Raum sind dann
S1(0[1]z1]1), S2(0[1]z1] — 1), S3(0[1]z2| — 1), S1(0[1]22[1)

und

S5(0] = 1|z2[1),  Se(0] = 1|z2| = 1),  S7(0] = Lfz1| = 1), Ss(0] — 1|z[1).
Die Projektion wird in Abbildung 4 dargestellt.

S — 5
ﬂ_ e
Se S3
VA v
Abbildung 4: Projektion des Schnittkérpers nach Drehung des Tesseract mit dem Winkel & um die yw-

Ebene

Man kann nachrechnen, dass es sich hierbei um einen Quader handelt, der tatsidchlich kein Wiirfel ist.

Betrachten wir fiir den selben gedrehten Tesseract, dass wir nicht mit dem Raum z = 0, sondern mit

T = % schneiden, so haben wir die Eckpunkte des Schnittkérpers auf

PP, BiFj, FPj, P, PP, PP, PP, ud FP,.
Die Eckpunkte des Schnittkérpers im dreidimensionalen Raum sind dann
51(0,5[1|z3[1), S2(0,5[1|z3] — 1), S3(0,5] — 1|23 — 1), S4(0,5] —1|z3[1)
und
S5(0,5|1] —0,5| — 1), Se(0,5|1| —0,5[1), S7(0,5/—1|—0,51), Ss(0,5/—1]—0,5—1),

wobel

2= 5(1- V).

Die Projektion wird in Abbildung 5 dargestellt. Hier wiare noch nachzurechnen, dass es sich unserer An-
schauung entsprechend um ein trapezférmiges Prisma handelt.
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Abbildung 5: Projektion des Schnittkérpers nach Drehung des Tesseract mit dem Winkel § um die yw-
Ebene
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Als Nachstes wollen wir noch den Fall betrachten, dass der Tesseract um drei Ebenen gedreht wird.
Dabei werden werden wir jeweils mit dem Winkel 7 um die zy-, dann um die yw- und zuletzt um die
zw-Ebene drehen. Die neuen Eckpunkte des gedrehten Tesseract sind dann (auf drei Stellen nach dem
Komma gerundet):

PI(—0,207|1,207|0, 707|1, 414) P}(—0,914]0,5/1,7070)
P(—0,2071,207(0, 707| — 1,414) P;(0,5[1,914] — 0,293|0)
PL(1,914]0, 5| — 0, 293|0) P4(1,207| — 0,207]0, 707| — 1,414)
PL(0,5] — 0,914|1, 707|0) P.(1,207| — 0,207]0,707|1, 414)
P}(—1,207]0,207| — 0,707|1,414) Plo(—1,914] — 0,5(0,293]0)
P},(~1,207|0,207| — 0,707| — 1,414) Pl,(—0,5(0,914| — 1,707|0)
Pl4(0,914] — 0,5| — 1,707|0) P1,(0,207] — 1,207| — 0,707| — 1,414)
7 (0,5] — 1,914/0, 2930) Pl(0,207] — 1,207| — 0,707|1, 414)

Diesen gedrehten Tesseract wollen wir nun mit dem Raum z = 1,5 schneiden. Beim Untersuchen der
Eckpunkte stellen wir fest, dass P/ auf der einen und alle anderen Eckpunkte auf der anderen Seite des
Raumes liegen. Damit liegen die vier Schnittpunkte auf den Kanten

P!P;, P.!P;, PP, und P.P|,.
Diese haben die Koordinaten
S1(1,5|0,914| — 0,293(0), S>(1,5|0,086| — 0,207 — 0,293)

sowie

S5(1,5(0,086] — 0,207]0,293) und Sy(1,5/0,914| — 1,585|0).

Die Projektion sieht dann aus wie in Abbildung 6
Eine Ubungsaufgabe wire es jetzt, ob die Kanten alle gleich lang sind, es sich also tatsdchlich um einen
Tetraeder handelt, oder lediglich um eine schiefe dreiseitige Pyramide.

S
/ \

Ss S

Sa

Abbildung 6: Projektion des Schnittkérpers nach Drehung des Tesseract mit dem Winkel 7 um die zy-,
dann um die yw- und zuletzt um die zw-Ebene
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