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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Losungsweq logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdtzen dar.

560511

In einem Vieleck nennt man die Verbindungsstrecken benachbarter Eckpunkte Seiten, die
Verbindungsstrecken nicht benachbarter Eckpunkte Diagonalen. Bestimme die Anzahl der
Diagonalen fiir

a) ein Dreieck,
b) ein Viereck,
c) ein Fiinfeck,
d) ein Sechseck,

e) ein Vierzehneck.

Lose die Aufgabe e) ohne eine Zeichnung und beschreibe deinen Losungsweg.

560512
Ein Spiel mit Zahlen:

(1) Wéhle eine Zahl aus.
(2) Wenn die Zahl gerade ist, teile sie durch 2, wenn sie ungerade ist, addiere 3.
(3) Wenn du jetzt die Zahl 1 erreicht hast, hore auf, anderenfalls gehe zu (2).

a) Beginne nacheinander mit den Zahlen 82, 83 und 84 und spiele nach diesen Regeln.
Schreibe jeweils die Zahlenfolgen auf.

Interessant ist die Frage, ob man bei jeder Anfangszahl bei der 1 endet oder ob es Zahlen gibt,
bei denen man die 1 nicht erreicht.

b) Finde heraus, bei welchen Startzahlen diese Rechenvorschriften nicht dazu fithren, dass
man die 1 erreicht.
Welche gemeinsame Eigenschaft haben alle diese Zahlen?

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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560513

In den nachfolgenden Rechenaufgaben sind einige Ziffern nicht bekannt, dafiir wurden Stern-
chen geschrieben.

Welche Ziffern miissen fiir die Sternchen eingesetzt werden, damit sich richtige Rechnungen
ergeben?

Hinweis: Es kann sein, dass es manchmal mehrere Moglichkeiten gibt, die Sternchen zu
ersetzen. Dann miissen alle Moglichkeiten angegeben werden. In jedem Fall muss begriindet
werden, warum es keine weiteren Moglichkeiten gibt.

a) b) c) d)
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560514

In einer Schachtel liegen 20 Buntstifte, die entweder blau, griin, rot oder violett sind. Jede der
Farben kommt dabei mindestens einmal vor.

Es gibt genauso viele rote wie violette Stifte. Die Anzahl der blauen Stifte ist grofser und die
Anzahl der griinen Stifte ist kleiner als die Anzahl der roten Stifte.

Wie viele Stifte von jeder Farbe konnen in der Schachtel sein?

Schreibe alle Moglichkeiten auf und weise nach, dass du wirklich alle Méglichkeiten gefunden
hast.
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Losungsweq logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdtzen dar.

560611

Wir sind gewohnt, Zahlen im Zehnersystem (dekadisches System), also mit den zehn Ziffern
von 0 bis 9, darzustellen.

Ebenso kann man Zahlen auch nur unter Verwendung von den zwei Ziffern 0 und 1 darstel-
len; dieses System heifit Zweiersystem (Dualsystem), die so dargestellten Zahlen heifsen dann
Dualzahlen. Beispiele fiir die Umwandlung einer Dualzahl in das Zehnersystem und umgekehrt
sind:
[10011], =1-2* 4+0-2% +0-2% +1-2' +1-2°
=1-1640-8 +0-4 +1-2 +1-1 =19

56=1-32+1-16+1-84+0-44+0-24+0-1=[111000],
Im Dualsystem gilt deshalb [0], 4 [0]z = [0]2, [0]2 + [1]2 = [1]2, [1]2 + [1]2 = [10]5.

a) Berechne alle Zweierpotenzen von 2° bis 2.

b) Wandle die Dualzahlen [1111], und [10001]; in Zahlen des Zehnersystems um.
c) Stelle die Zahlen von 64 bis 69 (im Zehnersystem) jeweils als Dualzahlen dar.
)

d) Berechne im Dualsystem [110110]2+[10110]2, ohne die Zahlen vorher in das Zehnersystem
umzuwandeln.

e) Berechne im Dualsystem [110101]5 - [1010]5, ohne die Zahlen vorher in das Zehnersystem
umzuwandeln.

560612
Beate denkt sich folgendes Spiel mit Zahlen aus:
(1) Wihle eine zweistellige Zahl aus.

(2) Wenn die Zahl gerade ist, teile sie durch 2, wenn sie ungerade ist, addiere 3.
(3) Wenn du jetzt die Zahl 1 erreicht hast, hore auf, anderenfalls gehe zu (2).

Interessant ist die Frage, ob man bei jeder Anfangszahl bei der 1 endet oder ob es Zahlen gibt,
bei denen man die 1 nicht erreicht.

a) Wihle mehrere Startzahlen und fithre dann die Rechenschritte aus. Finde dabei heraus,
ob die Startzahl schlieflich auf die 1 fiihrt.
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b) Bestimme eine gemeinsame Eigenschaft fiir diejenigen Startzahlen, die schliefslich nicht
auf 1 fiithren.

Ferdinand schlégt vor, den Schritt (2) in diesem Spiel folgendermafien zu verdndern:

(2a) Wenn die Zahl gerade ist, teile sie durch 2. Wenn sie ungerade ist und sich durch 3 teilen
ldsst, addiere 5, sonst addiere 3.

c) Weise nach, dass man mit dieser neuen Bedingung von jeder Startzahl zur 1 gelangt.

260613

In Deutschland gibt es Miinzen mit acht verschiedenen Werten:

lct, 2ct, 5ct, 10ct, 20ct, 50ct, 1€, 2€.

Karl soll sich von jeder dieser acht Miinzen eine bestimmte Anzahl nehmen, mindestens eine
und hochstens acht. Alle diese Anzahlen miissen verschieden sein.

Zum Beispiel konnte er zwei 1-ct-, sieben 2-ct-, fiinf 5-ct-, eine 10-ct-, acht 20-ct-, vier 50-ct-,
sechs 1-€- und dann drei 2-€-Miinzen nehmen und hat dann einen Geldbetrag von 16,11 €.

a) Ermittle den groften und den kleinsten Geldbetrag, den Karl auf diese Weise erhalten
kann, und gib jeweils die Anzahl der einzelnen Miinzen an.

b) Kann man die Verteilung der Miinzen auch so vornehmen, dass man einen Cent mehr
als den kleinsten Geldbetrag erhilt?
Kann man die Verteilung der Miinzen auch so wéhlen, dass man einen Cent weniger als
den grofkten Geldbetrag erhalt?

¢) Kann man auch zwei Cent mehr als den kleinsten Geldbetrag oder zwei Cent weniger
als den grokten Geldbetrag erhalten?

060614

Die Schiiler einer 6. Klasse wollen mit einer Mannschaft an einem Triathlon-Wettkampf teil-
nehmen. Zu jeder Mannschaft gehoren drei Schiiler: Der erste Mannschaftsteilnehmer muss
5km laufen, der zweite 500 m schwimmen und der dritte 15km Rad fahren.

Die Schiiler stellen fest:

(1) Anton und Benni sind besonders gute Laufer.
(2) Marvin, Nico und Ole schwimmen sehr schnell.
(3) Ulli, Victor und Wanja sind sehr gute Radfahrer.

Jeder soll in der Disziplin starten, in der er besonders gut ist. Andere Schiiler dieser Klasse
sollen nicht starten.

a) Wie viele Moglichkeiten hat die Klasse, aus den genannten Schiilern eine starke Mann-
schaft zusammenzustellen?

b) Wie viele Moglichkeiten hat die Klasse insgesamt, wenn sie eine Mannschaft mit der
Nummer 1 und eine Mannschaft mit der Nummer 2 aufstellen darf und weiterhin jeder
Schiiler in seiner Lieblingsdisziplin starten soll?

¢) Nico und Victor wollen unbedingt in ein und derselben Mannschaft starten oder gar
nicht. Wie viele Moglichkeiten gibt es nun noch, die Mannschaften 1 und 2 zu bilden?
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Losungsweq logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdtzen dar.

060711

Die Jahrgangsstufe 7 des Wandervogel-Gymnasiums plant einen Ausflug in das Deutsche Mu-
seum Miinchen. Der Mathematiklehrer Herr Teiler organisiert die Exkursion und kalkuliert
die Kosten. Er iiberlegt: ,Wenn jeder Schiiler 75 Euro einzahlt, dann fehlen 440 Euro zum
Gesamtbetrag. Zahlt dagegen jeder Schiiler 80 Euro ein, dann bleiben 440 Euro {ibrig.”

Wie viele Schiiler besuchen am Wandervogel-Gymnasium eine siebte Klasse?

560712

Zur Verfiigung stehen 100 kleine Wiirfel. Jeder Wiirfel hat eine Kantenldnge von 2cm. Aus
diesen kleinen Wiirfeln wird ein Wiirfel W7 mit gréftmoglichem Volumen zusammengesetzt.
Eine bestimmte Anzahl kleiner Wiirfel bleibt {ibrig. Aus ihnen wird ein weiterer Wiirfel W5 mit
dem nun noch gréfstmoglichen Volumen zusammengesetzt. Aus den restlichen Wiirfeln wird
ein Wiirfel W3 mit dem nun noch groftmoglichen Volumen zusammengesetzt, wobei Wiirfel
iibrig bleiben kénnen.

Bestimme die Anzahl der kleinen Wiirfel, die nach der Zusammensetzung der Wiirfel W5, W,
und W3 noch tibrig bleiben.

560713

Susanne hat eine interessante Zahl aufgeschrieben. Die Zahl ist sechsstellig. Jede der Ziffern
1, 2, 3, 4, 5 und 6 kommt genau einmal vor. Betrachtet man nur die von links ersten beiden
Ziffern, so ist diese zweistellige Zahl durch 2 teilbar. Betrachtet man nur die von links ersten
drei Ziffern, so ist diese dreistellige Zahl durch 3 teilbar. Dies geht so fort bis zur sechsstelligen
Zahl, die durch 6 teilbar ist.

a) Gib eine Zahl an, die Susanne aufgeschrieben haben konnte.

b) Susanne mochte wissen, ob es noch weitere derartige Zahlen gibt.

Finde alle derartigen Zahlen und begriinde, warum nur diese Zahlen die gegebenen Be-
dingungen erfiillen.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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560714

Paul hort taglich die ,,Top Twenty* bei seinem Lieblingssender ,Mathewelle“. Dabei ist ihm
aufgefallen, dass seit einigen Tagen kein Song wieder aufgestiegen ist, nachdem er einmal
abgestiegen war. Er iiberlegt sich, was die groftmogliche Anzahl an Tagen ist, an denen die
,Jop Twenty” unter den folgenden Bedingungen gespielt werden konnen: Kein Song steigt
wieder auf, nachdem er einmal abgestiegen ist. Kein Song kommt mehr hinzu, keiner scheidet
aus. Der Sender spielt immer eine im Vergleich zum Vortag verdnderte Reihenfolge.

Bestimme diese grofstmogliche Anzahl an Tagen.

Hinweise: 1., Aufsteigen” heifit verbessern auf der Rangliste, ,absteigen heifst verschlechtern
auf der Rangliste.

2. Du musst begriinden, warum es unter den Bedingungen der Aufgabe nicht mdoglich ist, die
,Top Twenty“ ldnger zu spielen als von dir behauptet. Du musst zudem begriinden, dass es
tatsdchlich moglich ist, die ,,Top Twenty“ unter den Bedingungen der Aufgabe so lange, wie
von dir behauptet, abzuspielen.
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu FErgebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Losungsweq logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdtzen dar.

560811
Nach einer Aufgabe aus einem alten Mathematikbuch:

Die beiden Laufer Anton und Bernd machen ein Wettrennen auf einer 800 Meter langen Bahn.
Wenn Bernd vom schnelleren Anton einen Vorsprung von 30 Metern bekommt, dann ist Anton
2,0 Sekunden frither am Ziel als Bernd. Wenn Bernd von Anton hingegen einen Vorsprung von
50 Metern bekommt, dann ist Anton 1,2 Sekunden spéater am Ziel als Bernd.

Ermittle die Geschwindigkeit von Anton und die von Bernd in Metern pro Sekunde auf zwei
Nachkommastellen genau.

Hinweis: Bernd lauft beide Male mit der gleichen, konstanten Geschwindigkeit, ebenso Anton.

5960812

Frank hatte 10 verschlossene, nummerierte Késten vor sich auf dem Tisch. Die Késten waren,
wie in der Abbildung dargestellt, kreisférmig angeordnet.

,Was machst du denn da?“, fragte sein Freund Sven neu-

gierig. Frank erklarte ihm: ,Ich habe in irgendeinen dieser e B
Késten einen Zettel mit der Zahl 1 gelegt. Dann habe ich in
den im Uhrzeigersinn néchsten Kasten einen Zettel mit der
Zahl 2 gelegt, wieder in den dann im Uhrzeigersinn néchs-
ten Kasten einen Zettel mit der Zahl 3 und so fort, bis ich o —
in den letzten Kasten einen Zettel mit der Zahl 10 gelegt

habe. Wenn du mir jetzt sagen kannst, in welchem Kasten 7 %
der Zettel mit deiner Gliickszahl 7 liegt, dann bist du ein
Hellseher.“ . Du konntest mir wenigstens sagen, bei wie vie-
len Késten die Kastennummer mit der Zahl auf dem Zettel
im Innern des Kastens iibereinstimmt®, meinte Sven. ,Das geht leider nicht. Denn wiirde ich
dir dies sagen, dann wiisstest du, in welchem Kasten der Zettel mit der Zahl 7 liegt.“ Nach
dieser Aussage konnte Sven nach einigem Nachdenken den richtigen Kasten benennen.

Welche Kastennummer hat Sven angegeben?

Erlautere, wie Sven seine korrekte Antwort hergeleitet haben konnte.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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560813

Ermittle alle durch 72 teilbaren, sechsstelligen natiirlichen Zahlen, die folgende Bedingung
erfiillen:

Trennt man die Zahl nach der zweiten und vierten Ziffer auf, dann verhalten sich die drei so
von links nach rechts gebildeten zweistelligen Zahlen in dieser Reihenfolge wie 1: 2 : 3.

560814

In der Abbildung ist ein gleichseitiges Dreieck ABC' mit seinem Inkreis und einem der drei
Ankreise dargestellt.

Ermittle das Verhéltnis von Ankreisradiuslinge R zu Inkreisradiuslange r.

Hinwers: Es ist nicht zulédssig, Messwerte zum Ermitteln der Losung zu verwenden.
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Hinweise: 1. Fiir die Jahrgangsstufen 9 und 10 stehen in der ersten Runde insgesamt sechs
Aufgaben zur Verfiigung, aus denen die Verantwortlichen vor Ort eine geeignete Auswahl tref-
fen konnen. Wenn die erste Runde als Hausaufgabenwettbewerb durchgefiihrt wird, kann die
Wahl von vier der sechs Aufgaben auch den Teilnehmenden tiberlassen werden.

2. Der Losungsweqg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch
und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung herangezo-
gene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind. Auf
eine Beweisangabe kann auflerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen Namen
besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

561011

In einem Wandergebiet gibt es vier Ausflugsziele A, B, C' und D. Zwischen je zweien dieser
Ausflugsziele verlaufen einige Wanderwege. Die Wanderwege kreuzen sich nicht. Eine Wan-
derroute beginnt an einem der Ausflugsziele und verlauft entlang der Wanderwege zu einem
der anderen Ausflugsziele, wobei zwischendurch andere Ausflugsziele besucht werden kénnen.
Kein Ziel wird bei einer Wanderroute mehrfach angesteuert.

Es ist bekannt, dass es zwischen A und B genau 3 Wanderwege, zwischen B und C' genau
2 Wanderwege, zwischen A und C' genau 4 Wanderwege und zwischen A und D genau 5
Wanderwege gibt. Von B nach D gibt es genau 104 Wanderrouten, von D nach C' genau 151
Wanderrouten.

Wie viele Wanderrouten gibt es von A nach C'?

561012

Beweisen Sie, dass sich ein gleichseitiges Dreieck stets restlos so in vier Teildreiecke zerlegen
lasst, dass drei der vier Teildreiecke rechtwinklig sind und ein Teildreieck gleichseitig ist.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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561013
In der Gleichung

%k ok ok ok — k% ok ok ok = 2017

ist jeder Stern so durch eine der Ziffern 0,1,2,...,9 zu ersetzen, dass die Gleichung stimmt.
Keine zwei Sterne diirfen durch die gleiche Ziffer ersetzt werden. Die Ziffer Null darf nicht an
erster Stelle einer Zahl stehen.

a) Bestimmen Sie alle Moglichkeiten, dies zu tun. Weisen Sie nach, dass es keine weiteren
Moglichkeiten gibt.
b) Beweisen Sie, dass es keine Losung gibt, wenn man 2017 durch 2016 ersetzt.

561014

Tabea mochte auf moglichst einfache Weise herausbekommen, ob eine vorgegebene positive
ganze Zahl n genau 6 positive Teiler hat.

a) Geben Sie — ohne Begriindung — alle positiven ganzen Zahlen kleiner als 60 an, die genau
6 positive Teiler haben.

b) Tabea hat ein Verfahren gefunden, anhand der Primfaktorzerlegung von n herauszufin-
den, ob n genau 6 positive Teiler hat.
Beschreiben Sie ein solches Verfahren und beweisen Sie dessen Korrektheit.

561015
Wir betrachten die Funktion f(x) =z - |z| — 2.

a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f in einem rechtwinkligen Koordinatensystem.

b) Bestimmen Sie durch Argumentieren anhand des Graphen dieser Funktion f diejenigen
reellen Zahlen s, fiir welche die Gleichung z - |z| — 2x = s genau zwei verschiedene
Losungen fiir « hat.

Hinweis: Das Ablesen von Werten aus der Zeichnung fithrt hochstens zu einer Vermu-
tung, deren Korrektheit dann aber noch begriindet werden muss.

561016
Gegeben ist ein Rechteck ABC'D mit den Seitenldangen |AB| = 12 und |BC| = 6.

Der Mittelpunkt von AB wird mit M und der Mittelpunkt von BC mit N bezeichnet. Auf
der Strecke NC' wird ein beliebiger Punkt P gewihlt. Der Schnittpunkt von PM mit der
Parallelen zur Geraden AB durch N wird mit () bezeichnet. R sei nun der Bildpunkt von
P bei der Spiegelung an (). Die Punkte U und V sollen die Lotfufspunkte von R auf AD
beziehungsweise auf C'D sein.

Welche Werte fiir den Fliacheninhalt des Rechtecks U RV D sind moglich?

Hinweis: Eine Vermutung, welche Werte mdoglich sind, kann man sich zum Beispiel mit Hilfe
des Computerprogramms geogebra erarbeiten. Mit Hilfe dieses Programms, das im Internet frei
erhéltlich ist, kann man geometrische Zeichnungen erstellen und u. a. einen Punkt an einem
anderen Punkt spiegeln sowie den Flécheninhalt von konstruierten Vielecken bestimmen. Die
eigentliche Aufgabe besteht dann aber darin, die Korrektheit der wie auch immer gewonnenen
richtigen Vermutung logisch zu begriinden.




56. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Olympiadeklassen 11 und 12
Aufgaben

(© 2016 Aufgabenausschuss des Mathematik-Olympiaden e. V.
www .mathematik-olympiaden.del Alle Rechte vorbehalten.

Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch eimwandfreien Sditzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

561211
Man bestimme alle reellen Zahlen z, y, die das Gleichungssystem
vV —2016 + /y — 56 = 11, (1)
r+y=2193 (2)
erfiillen.
561212

Im Kreis k sind M der Mittelpunkt, die Strecke AB ein Durchmesser und C' ein Punkt auf der
Kreislinie, der von A und von B verschieden ist. Das Dreieck ABC' ist auerdem gleichschenk-
lig. Der Radius M D steht auferhalb des Dreiecks ABC auf dem Durchmesser AB senkrecht;
siehe Abbildung A 561212.

Man beweise, dass der Inkreis des Dreiecks ABC und die Kreise, die den Durchmesser AB,
den Radius M D und den Kreis k beriihren, gleichen Radius haben.

C

D
A 561212

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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561213

In der Eisdiele ,Parabolo* gibt es als Attraktion das Eis in Waffeln einer besonderen Form.
Diese entsteht, indem der Graph der Parabel y = az? mit a > 0 um die y-Achse rotiert wird.
Der Betreiber mochte eine Eiskugel so in die Waffel fiillen, dass sie diese im tiefsten Punkt
beriihrt.

Man ermittle alle moglichen Radien der Eiskugel in Abhéngigkeit vom Parameter a.

561214

Wir betrachten alle moglichen Pflasterungen eines 8 x8-Schachbretts durch 2 x 1-Dominosteine.

a) Man zeige, dass die Gesamtanzahl aller Pflasterungen gerade ist.
b) Man zeige, dass jede Pflasterung ein 2x2-Quadrat aus zwei Dominosteinen enthlt.

c) Es sei ein Zug der Vorgang, bei dem man in einem solchen 2x2-Quadrat die Steine um
90° dreht. Man zeige, dass jede Pflasterung in jede andere durch eine Folge von Ziigen
iiberfithrt werden kann.

Bemerkung: Eine Pflasterung ist eine vollstindige Uberdeckung durch sich nicht iiberlappende
(Domino-)Steine. Dabei ist die Lage des Schachbrettes fest vorgegeben, und eine Pflasterung
wird durch die Lage aller Dominosteine bezogen auf die Felder des Schachbrettes festgelegt.
Insbesondere sollen auch Pflasterungen, die sich durch eine Drehung oder Spiegelung des ge-
samten Schachbretts ineinander tiberfithren lassen, als verschieden gelten.



